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294 CHAPITRE XJ.
Tout point P, est alors intérieur a2 un domaine D(Py) tel que
le rapport i différe de f(P) de moins de ¢ pour le domaine

D (Py) et pour tous les domaines intérieurs, assujettis aux res-
trictions qui ont pu étre imposées dans la définition de la dérivée.
A Taide d'un nomlbee tini de ces domaines D(Py) on couvrira,
d’aprés le théoreme de M. Borel (p. 112), tout le domaine D que
P'on considére. En restreignant ces domaines D(P,) on pourra les
suUpposer sans points intérieurs communs. Alors on aura partagé D
en domaines partiels D,, Dy, ... D, et pris dans chacun d’eux
ou au voisinage de chacun d’eux un point particulier P,, de
maniére que Pon ait

D) =9(D)[f(P)-=82]  (—1<0,<+ 1)

Si f(P) est continue, on modifiera trés peu ceci en supposant P;
pris dans D;.
De la résalte

(D) = (D) = X4(D,)/(Py)+ bc 2| 4(D,) .

Si donc, quel que soit le morcellement de D en les D; et quel que
soit le choix des P la premiére somme tend vers une limite déter-
minée pour des D, de plus en plus petits, et la seconde reste
bornee -~ ce dernier fait exprime que ¢ est & variation bornée - -
on sait calculer ¢ (D).

La précision de ces apergus conduit tout naturellement a V'inté-
grale de Stieltjés; il suffit de supposer qu’il s’agit de domaines a
une dimension, d’intervalles, que f(P)est f(z), que ¢(D)estla
fonction d’intervalle que nous avons attachée  une fonction a(x)
a variation bornée, pour retrouver la définition posée par Stieltjes

pourff(:l:) d|x(z)].
Muais il est clair que de ces apergus dériveraient aussi des géné-
ralisations de cette intégrale aux fonctions de plusieurs variables.

Nous n’insisterons pas puisque, dans ce Livre, nous nous bornons
toujours a l'intégration des fonctions d’une variable.

ki

des nombres attachés a des domaines et tels que les grandeurs attachées 4 des
domaines provenant de la subdivision d'un autre domaine aient pour somme la
grandeur attachée a ce dernier domaine.
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Ces intégrales se réduiraient aux intégrales ordinaires si la
fonction ¢(D) se réduisait 4 la mesure, au sens ordinaire, du
domaine D; l'extension de la notion de mesure étudiée par M. de
la Vallée Poussin, la forme donnée par M. Radon a la définition
de Pintégrale se relient donc étroitement aux considérations phy-
siques qui viennent d’étre développées.

La définition de M. Radon s'impose particuliérement si, au lieu
d’examiner avec Cauchy une généralisation du probléme des fone-
tions prirhitives, on étudie une généralisation du probléme des
quadratures. Supposons qu’on sache que pour tout domaine ou
ensemble E, le produit ¢ (E))i — le nombre A étant intermédiaire
entre les limites inférieure ! et supérieure L des valeurs prises
sur E par une fonction f(P) — est une valeur approchée de o(E)
et d’autant plus approchée que L — / est plus petit. Nous serons
tout naturellement conduits, pour calculer (D), a examiner la
somme Xied (E;), ov E; est formé des points de D en lesquels on
a ¢S f(P)<(i+1)e. Or ceci est la définition de M. Radon.

P\cmarquons que, dans I'Analyse classique, on considére a
diverses occasions des sommes X¢(D;). J(Pi). Par exemple,

lorsque l'on calcule une intégrale curviligneff(.r, ¥, %)dz on

cherche la limite de
L z(tga) — 2(t) 1 flz (), y (1), 3(2));

et 'on a alors affaire 2 une fonction §(D) égale & la mesure du
segment projection, sur Oz, de I'arc D.
Ordinairement de telles intégrales se considérent groupées

dex+Qdy~+—Rdz.

Si nous rapprochons ceci de la formule classique qui donne
p que q
Parc d’une courbe dans les cas simples

j‘w_iz' + dyt+ dst,

formule que I'on doit traiter comme une intégrale curviligne, en
y substituant z, 3, z en fonction d’un méme paramétre ¢; on sera
conduit & examiner des intégrations par rapport a plusieurs fonc-
tions d’ensembles, ou si on veut par rapport a plusieurs gran-
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a un domaine a quatre dimensions de U'espace z, y, 3, {; celui qui
serait obtenu en faisant subir au corps €, tracé dans t=¢,, une
translation d¢ paralléle a 'axe des ¢.

Nous admettrons donc que les grandeuars dont nous parlons sont
des fonctions de domaine et nous remplacerons la notion de gran-
“Jeurs coexistantes pa;(:elle plus précise, de fonctions d’un méme
domaine ou, par une abstraction de mathématicien, par celle de
fonctions d’un méme ensemble,

On rencontre aussi en physique des fonctions de points ou si
I'on veut d'un certain nombre de variables. Les unes sont encore
des fonctions de domaine, mais attachées a des domaines spéciaux
ne dépendant plus que d’un nombre fini de paramétres : Ja masse m
de la quantité d’eau comprise dans un récipient jusqu’a la hauteur h
est une fonction de h, mais parce que m et A sont des fonctions
d’un méme domaine. Les autres sont vraiment attachés & des
points; ces nombres servent en général a étalonner des états, des
qualités. a distinguer par exemple des mouvements plus ou moins
capides ( vitesse), des matieres plus ou moins denses (densité ).

Si lon considére la définition précise de ces nombres, on cons-
tate qu'on les obtient comme valeur limite du quotient de deux
fonctions d’un méme domaine :

longueur d'arc de tra;ectonre

Vitesse = lim. Yitesse moyenae = lim
temps de parcours de cet arc’

masse d'un corps

Densité = lim. Densité moyenne = lim .
volume de ce corps

Comme notre but n’est pas d’étudier les nombres de la physique,
aous n'avons pas a rechercher si tous ces nombres rentrent bien
dans l'une ou Pautre des deux catégories indiquées et si la distinc-
tion entre ces deux catégories de nombres est absolue; i nous
suffira d’avoir remarqué I'importance, en physique, des fouctions
de domaine et de cette sorte de dérivation d’une functwn de
domdme par rapport 4 uune auntre qui fournit les fonctions de
points.

Que les fonctions de domaine s'introduisent en physique ety

sppararssent méme comme plus directement adaptées aux_besoins
du physicien que les fonctions de points ne doit pas nous étonner.
Un point n'est que la conception limite de corps de plus en plus
petits, une fonction de point ne peut s'introduire en physique que
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comnie limite d’une fonction de corps, d’une fonction de domaine.
Si pourtant, on parle peu de ces fonctions, c’est que les mathéma-

ticieas n'ont pas encore créé UAlgebre ey I'Analyse des fonctions
_de domaine. On posséde par contre des notations remarquablement
manianles pour les fonctions de points; aussi, par des artifices
divers — mais qui se réduisent toujours au fond a ne raisonner
que suy des domaines assez spéciaux pour qu’ils ne dépendent
plus que d’'un nombre fini de variables —, remplace-t-on toujours
I'emplei de. fonctions de domaine par celui des fonctions de point.
L’opératio-. de dérivation que nous avons rencontrée est celle
qu'étudic Cauchy. Elle se définit ainsi : o(D) et ¢ (D) étant deux
fonctions de domaines, pour avoir la dérivée en un point Pdegy

par rappot a 4, on prend la himite du rapport q’(D by pour une
suite de domaine: D; de plus en plus petits et se redmsant ala
limite au seul point .

On pourra définir d2 méme la dérivée d'une fonction d’ensemble

par rapport i une autre; on pourra étre amené aussi & astreindre
la suite des D; ou des E;, a des restrictions supplémentaires pour
que la limite existe, comme nous avons da le faire (p. 191); lais-
sons ces détails de coté.

Proposons-nous, avec Cauchy, de calculer o (D) connaissant Y(D)
ei la dérivée f(P) de ¢(D) par rapport a (D). Ce probléme ne
st ait pas déterminé, et nous ne saurions guére comment I’étudier,
si uous laissions a la notion de fonction de domaine toute la géné-
ralité possible. Nous allons supposer qu'il sagit de fonctions
acditives .de domaine. Cest la une restriction importante a la
couception de Cauchy : la surface et le volume d’un corps sont
"fen- grandeurs coexistantes, ce sont certes aussi deus fonctions de
tdm ine, mais la seconde seule est additive.

¥n réalité, pour traiter le probléme qui va nous occuper,
Cascl v se restreint, comme nous allons le faire, mais sans s’en
r-nire compte nettement, au cas des fonctions additives de
dnm\i 1:s. Cette restriction est d’ailleurs 1égitimée pratiquement

par e fuit que ceux des nombres fournis par la phvslque qui sont
ce (e 10us appelons des mesures de grandeur (') sont des
fon:tuns additives de domaine.

(') A tnon avis les grandeurs devraient étre définies des les Eléments comme
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constante dans tout {v,, ¢;) parceque a(x) n'a pas de singularité
mnutile.

La derni¢re forme que nous avons donnée, (p. 173), a la
condition d'absolue continuité se généralise donc littéralement;

de la on urerait facilement les geénéralisations des autres formes de
cette condition.

IV. — Signification physique de l’intégrale de Stieltjds.

Nous venons de généraliser I'un des modes de définition analy-
uque de I'intégrale; les autres modes de définition analytique sont
susceptibles de généralisations analogues (*). Mais n’y a-t-il pas,
pour I'intégrale de Stieltjés, une définition analogue a la définition
géométrique de l'intégrale, ¢’est-a-dire qui apparaisse comme une
simple mise au point d’une définition intuitive. Ce mode de défini-
tion existe, il a certainement guidé les premiéres idées de Stieltjes,
mais Stieltjes n'y insiste pas; son exposé analytique donne toute
satisfaction du point de vue logique de sorte que la signification
intuitive de U'intégrale de Stieltjés a été un moment oubliée.

Stieltjes dit cependant : supposons qu’il y ait, répandue sur O z.
de la matiére pesante. Soit u(x)la masse située sur (o, z); calcu-
lons le moment de la masse totale par rapport a l'origine. Pour
cela, partageons l'intervalle considéré a l'aide de valeurs crois-

santes £, nous aurons une valeur approchée du moment sous la
forme

LE[uitin) —u(E)]s

d’ou, pour la valeur exacte du moiment, une imégralej.:r dju(x)]-

Mais la signification de l'intégrale de Stieltjés est bien plus nette-
ment donnée par Cauchy qui avait, avant Stieltjés, considéré
Vintégration par rapport & une fonction; bien plus amplement que
Stieljés, au point de vue physique, ais sous une forme bien
moins précise, au point de vue logique (?).

1y Il & déju été dit que la déiinition de M. W. H. Young fut généralisée la
premiere (p. 263, en note),

(*) Sur le rapport differentiel de deus grandeurs qui varient simultané-
ment (Ex. d’Analyse, t. 11, p. 188-12g; CEuvres, 2¢ série, 1. XII, p. 21§4-262).
Voir aussi le Traité de Mécanique analytique de 'abbé Moigno.
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Le point de départ de Cauchy est la notion de grandeurs
coexistantes, notion plus large que celle de fonction, dont celle-ci
n’est qu’un cas particulier.

Des grandeurs sont dites coexistantes lorsqu’elles sont déter-
minées par les mémes conditions, géométriques ou physiques. La
surface et le volume d’un cylindre sont des grandeurs coexistantes,
déterminées en méme temps par la donnée du cylindre. Dans une
étendue gazeuse, isolons par la pensée la matiére contenue dans
un certain domaine; le volume du corps ainsi congu, sa masse, la
quantité de chaleur nécessaire pour élever sa température d’un
degré a volume constant sont trois grandeurs coexistantes.

Les nombres qui mesurent ces grandeurs ne sont pas nécessai-
rement des fonctions les uns des autres, les exemples précédents
le prouvent; ils le sont parfois; le rayon, la hauteur, la surface, le
volume d’un cylindre de révolution sont des grandeurs coexis-
tantes et deux quelconques d'entre elles déterminent les deux
autres. D'une fagon plus générale, si une grandeur est fonction
d’autres grandeurs, toutes ces grandeurs sont coexistantes. Nous
sommes habitués a raisonner sur variables et fonctions, mais il ya
tout aussi bien lieu de raisonner sur des grandeurs coexistantes :
entre la surface et le volume d’un cylindre, on peut, par exemple,
établir des relations d’inégalité. Pour donner une base solide aux
raisonnements sur les grandeurs coexistantes, précisons cette
notion ce qui d’ailleurs va en restreindre la portée.

Dans les exemples précédents, les grandeurs coexistantes appa-
raissent comme attachées & un méme corps, le cylindre oule corps
gazeux, ce sont des fonctions d'un méme domaine. Les srandeurs
de la physique directement mesurables apparaissent d’aillears tou-

jours comme des fonctions de domaine; seulement ces domaines
ne sont pas toujours a trois dimensions. Il peut s’agir de domaines
sur la droite, c’est-a-dire d’intervalles, de domaines plans ou de
domaines & plus de treis dimensions; dans ce dernier cas le
domaine ne s’'impose plus & nos sens, sa conception puremenmt
wathématique est quelque peu artificielle. Si, par exemple, nous
avions voulu parler de la quantité de chaleur nécessaire pour
élever de d¢ degrés un corps gazeux G congu 1solé du reste d’une
étendue gazeuse et sinous avions voulu faire varier et 8¢z et le corps,
il nous aurait fallu considérer la quantité de chaleur comme attachée




